
Nejednakosti

Teorema (Nejednakosti izme�u sredina). Za proizvoǉne pozitivne re-
alne brojeve a1, a2, . . . , an va�i:
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Pritom se izme�u bilo koja dva od navedenih izraza dosti�e jednakost
ako i samo ako va�i a1 = a2 = · · · = an.

Gorǌa qetiri izraza nazivaju se, redom, harmonijska, geometrijska,
aritmetiqka i kvadratna sredina brojeva a1, a2, . . . , an.

Dajemo odmah jedan primer kojim se ilustruje kako se, na osnovu
ovih nejednakosti, mo�e vrlo brzo dobiti neka (na prvi pogled nepo-
vezana) nejednakost.

Primer. Za proizvoǉne pozitivne realne brojeve x1, x2, . . . , xn va�i:
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Zaista, primenom nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske
sredine (gde obe strane pomno�imo sa n) dobijamo:
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Zadatak 1. Neka su a, b i c nenegativni realni brojevi za koje va�i
a2 + b2 + c2 = 3. Dokazati:

a

b+ 2
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b

c+ 2
+

c

a+ 2
6 1, (1)

i odrediti kada se dosti�e jednakost.

Rexeǌe. Mno�e�i obe strane sa (a + 2)(b + 2)(c + 2), nejednakost koju
treba dokazati se svodi na:

a(a+ 2)(c+ 2) + b(a+ 2)(b+ 2) + c(b+ 2)(c+ 2) 6 (a+ 2)(b+ 2)(c+ 2).

Posle razvijaǌa leve i desne strane i potiraǌa izraza koji se ja-
vǉaju na obe strane, preostaje dokazati:

a2c+ ab2 + c2b+ 2a2 + 2b2 + 2c2 6 abc+ 8.
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Korix�eǌem uslova a2 + b2 + c2 = 3, tj. 2a2 + 2b2 + 2c2 = 6, dobijena
nejednakost se daǉe svodi na

a2c+ ab2 + c2b 6 abc+ 2. (2)

Primetimo da cikliqna zamena promenǉivih (tj. a 7→ b, b 7→ c,
c 7→ a) ostavǉa polaznu jednakost (1) nepromeǌenom. Dakle, mo�emo,
bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostaviti da je b ,,sredǌa“ promenǉiva
po veliqini, tj. va�i nexto od a 6 b 6 c ili a > b > c (budu�i da,
ako to nije ispuǌeno, ovakvim cikliqnim izmenama mo�emo �eǉenu
nejednakost svesti na taj sluqaj). U tom sluqaju va�i

a(b− a)(b− c) 6 0. (3)

Razvijaǌem leve strane dobijamo ab2−a2b−abc+a2c 6 0, tj. ab2+a2c 6
a2b+ abc. Dodavaǌem izraza c2b na obe strane, dobijamo

ab2 + a2c+ c2b 6 a2b+ abc+ c2b.

Budu�i da va�i ova nejednakost, prime�ujemo da, da bismo dokazali
(2), dovoǉno je dokazati jox a2b + abc + c2b 6 abc + 2. Ovo se svodi na
b(a2+ c2) 6 2, tj. (koriste�i opet uslov a2+ b2+ c2 = 3) ostaje pokazati

b(3− b2) 6 2. (4)

Jednostavno se ispituje kada funkcija s leve strane dosti�e maksi-
mum: ǌen prvi izvod je 3− 3b2, i on ima nulu u taqki b = 1 (i tako�e
b = −1, xto nije relevantno zbog uslova da su a, b, c nenegativni) i tu
meǌa znak iz pozitivnog u negativan, xto znaqi da se u taqki b = 1
dosti�e maksimum funkcije b(3−b2), i taj maksimum iznosi 2; to upra-
vo daje (4), xto je i trebalo dokazati.

Preostaje jox odgovoriti na pitaǌe kada se u nejednakosti (1) do-
sti�e jednakost. Da bi se dostigla jednakost, neophodno je da se u obe
nejednakosti (3) i (4) dostigne jednakost. Ve� smo videli da se u (4)
jednakost dosti�e samo za b = 1. Da bi se u (3) dostigla jednakost,
mora va�iti nexto od a = 0, b = a ili b = c. U posledǌa dva sluqa-
ja, iz a = b = 1, odnosno c = b = 1, dobijamo a = b = c = 1 (preko
a2 + b2 + c2 = 3). U sluqaju a = 0, ponovo preko a2 + b2 + c2 = 3 nalazimo
c =
√
2. Konaqno, treba uzeti u obzir i to da smo pretpostavili da je b

,,sredǌa“ promenǉiva po veliqini, pa ukoliko eliminixemo ovu pret-
postavku, na prona�ene sluqajeve jednakosti treba dodati i one koji
se dobijaju cikliqnom zamenom promenǉivih. Sve zajedno, jednakost
se dosti�e za:

(a, b, c) ∈
{
(1, 1, 1), (0, 1,

√
2), (1,

√
2, 0), (

√
2, 0, 1)

}
.

Time je zadatak rexen.
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Zadatak 2. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje va�i a +
b+ c = 3. Dokazati:
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2
. (5)

Rexeǌe. Pokuxajmo da na imenioce primenimo nejednakost izme�u ari-
tmetiqke i geometrijske sredine: b2+1 > 2

√
b2 · 1 = 2b itd. Time dobi-

jamo
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6
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;

me�utim, budu�i da ova nejednakost ograniqava izraz s leve strane
odozgo, a postavǉena nejednakost (5) tra�i doǌe ograniqeǌe za taj
izraz, ovaj pristup ne mo�e dovesti do rexeǌa.

Sada �emo videti kako se ova ideja da iskoristimo prime�enu ne-
jednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine na imeniocima
ipak mo�e adaptirati na naqin da dobijemo nejednakost u ,,pravom“
smeru i tako reximo zadatak. Zapiximo:
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(sliqno)
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.

Dakle, nejednakost (5) ekvivalentna je sa
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,

pa koriste�i a+ b+ c = 3, gorǌa nejednakost se svodi na
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+
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Primetimo, u ovoj nejednakosti na levoj strani se pojavǉuju ra-
zlomci s istim imeniocima kao i u polaznoj nejednakosti, ali sad
treba pokazati gorǌe ograniqeǌe tog izraza, xto je upravo ono xto
se mo�e dobiti primenom ideje s poqetka. Dakle, na osnovu te ideje
imamo:
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pa treba jox dokazati ab
2 + bc

2 + ca
2 6 3

2 , tj. ab + bc + ca 6 3. Imamo

3 = 9
3 = (a+b+c)2

3 , pa je prethodna nejednakost ekvivalentna sa

3(ab+ bc+ ca) 6 (a+ b+ c)2.
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Posle razvijaǌa desne strane i potiraǌa izraza koji se pojavǉuju na
obe strane, vidimo da preostaje dokazati jox a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca.
Mno�e�i ovo sa 2 i prebacivaǌem svega na levu stranu preostaje
dokazati 2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab − 2bc − 2ca > 0. Me�utim, leva strana
se mo�e zapisati u obliku (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2, a ovaj izraz je
oqigledno nenegativan, qime je zadatak rexen.

Zadatak 3. Dokazati da za sve realne brojeve a, b i c va�i:

(a2 + b2 + c2)2 > 3(a3b+ b3c+ c3a).

Rexeǌe. Pravolinijski se proverava identitet:

2(a2 + b2 + c2)2 − 6(a3b+ b3c+ c3a) =
∑

po cikliqnim
permutacijama

(a, b, c)

(a2 − 2ab+ bc− c2 + ca)2

(napomenimo, ∑
po cikliqnim
permutacijama

(a, b, c)

f(a, b, c) = f(a, b, c) + f(b, c, a) + f(c, a, b),

u sluqaju da nije jasna oznaka), a kako je desna strana oqigledno ne-
negativna (jer je suma nekih kvadrata), time je zadatak rexen.

4


